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Abstrak 

Graf  atau ditulis , terdiri dari himpunan tak kosong titik , dengan jumlah titik dinotasikan dengan 𝐺(𝑉, 𝐸) 𝐺 𝑉
, dan himpunan sisi , dengan jumlah sisi dinotasikan dengan . Pelabelan-k refleksif tak teratur sisi |𝑉| 𝐸 |𝐸|

adalah pemberian label bilangan bulat positif  sebagai label sisi dan bilangan genap non-negatif {1, 2, …, 𝑘
𝑒
}

  sebagai label titik dengan , sehingga bobot tiap sisi berbeda. Kekuatan sisi {0, 2, …, 2𝑘
𝑣
} 𝑘 = 𝑚𝑎𝑘𝑠{𝑘

𝑒
, 2𝑘

𝑣
}

refleksif dari graf  dinotasikan dengan  dengan nilai  adalah pelabelan terbesar yang minimum 𝐺 𝑟𝑒𝑠(𝐺) =  𝑘 𝑘
diantara beberapa pelabelan refleksif tak teratur sisi yang mungkin. Pada artikel ini dibahas pelabelan-k 
refleksif tak teratur sisi pada graf hasil operasi comb titik dari graf path dan graf friendship  untuk n (𝑃

𝑛
⊳𝑓

𝑚
)

 Hasil penelitian menunjukkan bahwa  untuk n adalah ≥2, 𝑚 = 2, 3. 𝑟𝑒𝑠(𝑃
𝑛
⊳𝑓

𝑚
) ≥2, 𝑚 = 2, 3 

jika dan jika ⌈ 3𝑚𝑛+(𝑛−1)
3 ⌉ + 1 3𝑚𝑛 + (𝑛 − 1)≡2, 3 (𝑚𝑜𝑑 6) ⌈ 3𝑚𝑛+(𝑛−1)

3 ⌉ 
. 3𝑚𝑛 + (𝑛 − 1)≢2, 3 (𝑚𝑜𝑑 6)

Kata kunci: 

Pelabelan-k refleksif tak teratur sisi, kekuatan sisi refleksif, graf path comb titik graf friendship. 
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1.  ​ Pendahuluan  

Diberikan suatu graf  yang terdiri dari himpunan hingga tak kosong  berisi objek-objek yang disebut 𝐺 𝑉
titik, yang dipasangkan dengan himpunan , yaitu himpunan (mungkin kosong) dari pasangan dua unsur 𝐸
berbeda dari , yang disebut sebagai sisi. Himpunan titik dan sisi dari graf , dituliskan sebagai  dan 𝑉 𝐺 𝑉(𝐺)

, dengan jumlah titik dinotasikan  dan jumlah sisi dinotasikan . Wallis et al. (2002) 𝐸(𝐺) 𝑉(𝐺)| | |𝐸(𝐺)|
mendefinisikan pelabelan suatu graf adalah pemetaan elemen-elemen pada graf, baik titik, sisi, maupun 

keduanya (pelabelan total) ke dalam bilangan bulat positif atau non-negatif. 

 Pada tahun 2017, Ryan et al. (Bača et al., 2017) memperkenalkan sebuah konsep baru pelabelan-𝑘 

total tak teratur, yaitu pelabelan-𝑘 refleksif tak teratur titik dan pelabelan-𝑘 refleksif tak teratur sisi. 

Pelabelan-𝑘 refleksif tak teratur sisi dalam graf 𝐺 merupakan pemberian label bilangan bulat positif 

 sebagai label sisi dan bilangan genap non-negatif  sebagai label titik. Ryan et al. {1, 2, …, 𝑘
𝑒
} {0, 2, …, 2𝑘

𝑣
}

(Bača et al., 2017) juga mendefinisikan bahwa kekuatan tak teratur sisi refleksif dari graf 𝐺 yang 

dinotasikan dengan  dengan nilai  adalah label terbesar yang minimum diantara beberapa 𝑟𝑒𝑠(𝐺) =  𝑘 𝑘
pelabelan refleksif tak teratur sisi yang mungkin. Berikut diberikan Lema untuk menentukan 𝑟𝑒𝑠(𝐺) 

menurut Ryan et al. (Bača et al., 2017). 

Lema 1. Untuk setiap graf , 𝐺
 𝑟𝑒𝑠(𝐺) ≥ {⌈ 𝐸(𝐺)| |

3 ⌉ + 1,   𝑗𝑖𝑘𝑎 𝐸(𝐺)| |≡2, 3 (𝑚𝑜𝑑 6) ⌈ 𝐸(𝐺)| |
3 ⌉,                  𝑗𝑖𝑘𝑎 𝐸(𝐺)| |≢2, 3 (𝑚𝑜𝑑 6) 
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Pada pelabelan refleksif tak teratur sisi, terdapat beberapa graf yang telah diteliti dan menghasilkan 

 diantaranya Tanna et al., (2017) meneliti graf Prisma  dan graf Wheel ; Indriati et al. (2020) 𝑟𝑒𝑠(𝐺), 𝐷
𝑛

𝑊
𝑛

meneliti graf path korona graf complete  dan graf path korona graf path ; Rahmawati dan Indriati 𝐾
1

𝑃
2

(2021) meneliti graf Umbrella  dan ; Bača et al. (2017) meneliti graf Generalized Friendship . 𝑈
3,𝑛

𝑈
4,𝑛

𝑓
𝑛,𝑚

Berbeda dari penelitian Bača et al. (2017), pada penelitian ini akan ditentukan  pada graf hasil 𝑟𝑒𝑠(𝐺)
operasi comb titik pada graf Path dan graf Friendship  untuk n dan . (𝑃

𝑛
⊳𝑓

𝑚
) ≥2 𝑚 = 2, 3

2.  ​ Pembahasan  

Menurut Darmaji & Alfarisi (2017), operasi comb titik pada graf G dan H, dinotasikan  adalah graf 𝐺⊳𝐻
yang diperoleh dengan mengambil satu salinan dari graf  dan sebanyak  salinan dari graf , dan 𝐺 |𝑉(𝐺)| 𝐻
menempelkan salah satu titik pada salinan ke-j dari graf  pada titik ke-j dari graf . Graf path comb titik 𝐻 𝐺
graf friendship, dinotasikan  diperoleh dengan menempelkan salah satu titik dari salinan graf  𝑃

𝑛
⊳𝑓

𝑚
𝑓

𝑚

(yaitu titik pada setiap titik  pada graf .  𝑣
𝑖,1

) 𝑣∈ 𝑉(𝑃
𝑛
) 𝑃

𝑛

Graf path comb titik graf friendship  memiliki . Graf path (𝑃
𝑛
⊳𝑓

𝑚
) 𝐸(𝑃

𝑛
⊳𝑓

𝑚
)| | = 3𝑚𝑛 + (𝑛 − 1)

comb titik graf friendship  memiliki himpunan titik  dan (𝑃
𝑛
⊳𝑓

𝑚
) 𝑉(𝑃

𝑛
⊳𝑓

𝑚
) = 𝑣

𝑖,𝑗
|1≤𝑖≤𝑛, 0≤𝑗≤2𝑚{ }

himpunan sisi E

. Graf (𝑃
𝑛
⊳𝑓

𝑚
) = 𝑣

𝑖,𝑗
𝑣

𝑖+1,𝑗
|1≤𝑖≤𝑛, 𝑗 = 1{ } ∪ 𝑣

𝑖,0
𝑣

𝑖,𝑗
|1≤𝑖≤𝑛, 1≤𝑗≤2𝑚{ } ∪ 𝑣

𝑖,𝑗
𝑣

𝑖,𝑗+1
|1≤𝑖≤𝑛, 1≤𝑗≤𝑚{ }

path comb titik graf friendship  diilustrasikan seperti Gambar 1. (𝑃
𝑛
⊳𝑓

𝑚
)

 

Kekuatan sisi refleksif dari graf path comb titik graf friendship  dapat diperoleh melalui (𝑃
𝑛
⊳𝑓

𝑚
)

Teorema 1. 

Teorema 1. Untuk  dengan n dan  𝑃
𝑛
⊳𝑓

𝑚
≥2 𝑚 = 2, 3.

𝑟𝑒𝑠 𝑃
𝑛
⊳𝑓

𝑚( ) = {⌈ 3𝑚𝑛+(𝑛−1)
3 ⌉ + 1,   𝑗𝑖𝑘𝑎  3𝑚𝑛 + (𝑛 − 1)≡2, 3 (𝑚𝑜𝑑 6) ⌈ 3𝑚𝑛+(𝑛−1)

3 (1) 

Bukti. Pertama dibuktikan batas bawah dari . Karena graf path comb titik graf friendship 𝑟𝑒𝑠(𝑃
𝑛
⊳𝑓

𝑚
)

mempunyai  sisi, dengan menggunakan Lema 1. diperoleh 3𝑚𝑛 + (𝑛 − 1)
𝑟𝑒𝑠(𝑃

𝑛
⊳𝑓

𝑚
) ≥ {⌈ 3𝑚𝑛+(𝑛−1)

3 ⌉ + 1,   𝑗𝑖𝑘𝑎  3𝑚𝑛 + (𝑛 − 1)≡2, 3 (𝑚𝑜𝑑 6) ⌈ 3𝑚𝑛+(𝑛−1
3 (2) 

Selanjutnya, akan ditetapkan batas atas dari  untuk graf path comb titik graf friendship ​𝑟𝑒𝑠(𝐺)
 dengan . Didefinisikan  pada pelabelan-k untuk graf path comb titik graf friendship ​𝑃

𝑛
⊳𝑓

𝑚( ) 𝑚 = 2, 3 η
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 dengan  dan 𝑃
𝑛
⊳𝑓

𝑚( ) 𝑘 = ⌈ 3𝑚𝑛+(𝑛−1)
3 ⌉ + 1  𝑗𝑖𝑘𝑎  3𝑚𝑛 + (𝑛 − 1)≡2, 3 (𝑚𝑜𝑑 6)

 dengan cara berikut. 𝑘 = ⌈ 3𝑚𝑛+(𝑛−1)
3 ⌉𝑗𝑖𝑘𝑎  3𝑚𝑛 + (𝑛 − 1)≢2, 3 (𝑚𝑜𝑑 6)

2.1.​ Graf path comb titik graf friendship  dengan n dan  𝑃
𝑛
⊳𝑓

𝑚
 ≥2 𝑚 = 2

Dikonstruksikan  pada pelabelan-k graf path comb titik graf friendship  dengan n dan η 𝑃
𝑛
⊳𝑓

𝑚
 ≥2 

 Untuk label titik dari   dengan , dituliskan sebagai berikut, 𝑚 = 2. 𝑃
𝑛
⊳𝑓

𝑚
2≤𝑖≤𝑛, 0≤𝑗≤2𝑚

 η 𝑣
𝑖,𝑗( ) = {2𝑖 + 2𝑟 + 2( ),  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 2≤𝑖≤𝑛,  𝑗 = 0, 3, 4 2𝑖 + 2𝑟( ),  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 2≤𝑖≤𝑛,  𝑗 = 1, 2 

dengan . 𝑟 = ⌊ 𝑖−3
6 ⌋

Untuk label sisi dari  dengan n dan , dituliskan sebagai berikut, 𝑃
𝑛
⊳𝑓

𝑚
≥2 𝑚 = 2

η 𝑣
𝑖,𝑗

𝑣
𝑖,𝑗+1( ) = {2𝑖 + 2𝑟 − 1( ),   𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘    𝑖≡4 𝑚𝑜𝑑 6( ),  𝑗 = 3;  𝑖≡5 𝑚𝑜𝑑 6( ), 𝑗 = 1 2𝑖 + 2𝑟 − 3( ),   𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘  𝑖≡3 𝑚𝑜𝑑 6( ), 𝑗

 

η 𝑣
𝑖,0

𝑣
𝑖,𝑗( ) = {2𝑖 + 2𝑟,   𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖≡1 𝑚𝑜𝑑 6( ), 𝑗 = 1;  𝑖≡0, 2 𝑚𝑜𝑑 6( ),  𝑗 = 2, 4;    𝑖≡1 𝑚𝑜𝑑 6( ), 𝑗 = 3 2𝑖 + 2𝑟 −(

 

η 𝑣
𝑖,1

𝑣
𝑖+1,1( ) = {2𝑖 + 2𝑟 + 2( ), 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘  𝑖≡2, 4 𝑚𝑜𝑑 6( ) 2𝑖 + 2𝑟 + 4( ), 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘  𝑖≡0 𝑚𝑜𝑑 6( ) 2𝑖 + 2𝑟 + 1( ), 𝑢𝑛𝑡

dengan . 𝑟 = ⌊ 𝑖−2
6 ⌋

Bobot sisi dari graf path comb titik graf friendship  dengan n dan sebagai berikut. 𝑃
𝑛
⊳𝑓

𝑚
  ≥2 𝑚 = 2 

 𝑤𝑡
η

𝑣
𝑖,𝑗

𝑣
𝑖+1,𝑗( ) = 7𝑖,  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 2≤𝑖≤𝑛,  𝑗 = 1

 𝑤𝑡
η

𝑣
𝑖,0

𝑣
𝑖,𝑗( ) = 7𝑖 + 𝑗 − 6,  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 2≤𝑖≤𝑛,  1≤𝑖≤4

 𝑤𝑡
η

𝑣
𝑖,𝑗

𝑣
𝑖,𝑗+1( ) = {7𝑖 − 6,  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 2≤𝑖≤𝑛, 𝑗 = 1 7𝑖 − 1,  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 2≤𝑖≤𝑛, 𝑗 = 3 

Dari bobot sisi, dapat dilihat bahwa graf path comb titik graf friendship  untuk n dan 𝑃
𝑛
⊳𝑓

𝑚
≥2 

mempunyai bobot berbeda, sehingga  memenuhi elemen pelabelan-k refleksif tak teratur sisi. 𝑚 = 2 η
Batas bawah sama dengan batas atas, maka dari itu  adalah 𝑟𝑒𝑠(𝑃

𝑛
⊳𝑓

𝑚
)

dan ⌈ 3𝑚𝑛+(𝑛−1)
3 ⌉ + 1  𝑗𝑖𝑘𝑎  3𝑚𝑛 + 𝑛 − 1( )≡2, 3 𝑚𝑜𝑑 6( ) 

. Dengan demikian, teorema terbukti.  ⌈ 3𝑚𝑛+(𝑛−1)
3 ⌉𝑗𝑖𝑘𝑎  3𝑚𝑛 + (𝑛 − 1)≢2, 3 (𝑚𝑜𝑑 6) ∎

Ilustrasi pelabelan-10 refleksif tak teratur sisi graf path comb titik graf friendship  terdapat di 𝑃
4
⊳𝑓

2

Gambar 2. Pada gambar tersebut, angka berwarna hitam menunjukkan label titik, angka berwarna biru 
menunjukkan label sisi, dan angka berwarna merah menunjukkan bobot sisi. 
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Gambar 2. Pelabelan-10 refleksif tak teratur sisi  (𝑃
4
⊳𝑓

2
)

2.2.​ Graf path comb titik graf friendship  dengan n dan  𝑃
𝑛
⊳𝑓

𝑚
 ≥2 𝑚 = 3

Dikonstruksikan  pada pelabelan-k graf path comb titik graf friendship η
 Untuk label titik dari  dengan n , dituliskan 𝑃

𝑛
⊳𝑓

𝑚
 𝑑𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛 𝑛 ≥2 𝑑𝑎𝑛 𝑚 = 3.  𝑃

𝑛
⊳𝑓

𝑚
≥2  𝑑𝑎𝑛 𝑚 = 3

sebagai berikut, 

η 𝑣
𝑖,𝑗( ) = {2𝑖 + 4𝑟( ),  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖≡2 𝑚𝑜𝑑 3( ),  𝑗 = 1, 2 2𝑖 + 4𝑟 + 2( ),  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖≡0 𝑚𝑜𝑑 3( ),  𝑗 = 1, 2;  𝑖≡2 𝑚𝑜𝑑 3( ),  𝑗 = 0 𝑑𝑎

dengan . 𝑟 = ⌊ 𝑖−2
3 ⌋

Untuk label sisi dari dengan n , dituliskan sebagai berikut, 𝑃
𝑛
⊳𝑓

𝑚
 ≥2  𝑑𝑎𝑛 𝑚 = 3

η 𝑣
𝑖,𝑗

𝑣
𝑖,𝑗+1( ) = {2𝑖 + 4𝑟 + 3( ),   𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘  2≤𝑖≤𝑛, 𝑗 = 5 2𝑖 + 4𝑟,   𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘  2≤𝑖≤𝑛, 𝑗 = 3 2𝑖 + 4𝑟 − 1( ),   𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘  2≤𝑖≤𝑛, 𝑗 =

η 𝑣
𝑖,0

𝑣
𝑖,𝑗( ) = {2𝑖 + 4𝑟 + 2( ),   𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘  2≤𝑖≤𝑛, 𝑗 = 6 2𝑖 + 4𝑟 − 1( ),   𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘  2≤𝑖≤𝑛, 𝑗 = 2, 4 2𝑖 + 4𝑟 − 2( ),   𝑢

 η 𝑣
𝑖,1

𝑣
𝑖+1,1( ) = {2𝑖 + 4𝑟 + 4( ),  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖≡0, 2 𝑚𝑜𝑑 3( ) 2𝑖 + 4𝑟 + 6( ),  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖≡1 𝑚𝑜𝑑 3( ) 

dengan . 𝑟 = ⌊ 𝑖−2
3 ⌋

Bobot sisi dari sebagai berikut. 𝑃
𝑛
⊳𝑓

𝑚
 𝑑𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛 𝑛 ≥2  𝑑𝑎𝑛 𝑚 = 3  

 𝑤𝑡
η

𝑣
𝑖,1

𝑣
𝑖+1,1( ) = 10𝑖,  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 2≤𝑖≤𝑛

 𝑤𝑡
η

𝑣
𝑖,0

𝑣
𝑖,𝑗( ) = {10𝑖 + 𝑗 − 9,  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 2≤𝑖≤𝑛,  1≤𝑗≤4 10𝑖 + 𝑗 − 8,  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 2≤𝑖≤𝑛, 𝑗 = 5, 6 

 𝑤𝑡
η

𝑣
𝑖,𝑗

𝑣
𝑖,𝑗+1( ) = {10𝑖 − 9,  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 2≤𝑖≤𝑛, 𝑗 = 1 10𝑖 − 4,  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 2≤𝑖≤𝑛, 𝑗 = 3 10𝑖 − 1,  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 2≤𝑖≤𝑛, 𝑗 = 5 

Dari bobot sisi, dapat dilihat bahwa graf path comb titik graf friendship   untuk n  𝑃
𝑛
⊳𝑓

𝑚
≥2, 𝑚 = 3

mempunyai bobot berbeda, sehingga  memenuhi elemen pelabelan-k refleksif tak teratur sisi. Batas η
bawah sama dengan batas atas, maka dari itu  adalah 𝑟𝑒𝑠(𝑃

𝑛
⊳𝑓

𝑚
)

dan ⌈ 3𝑚𝑛+(𝑛−1)
3 ⌉ + 1  𝑗𝑖𝑘𝑎  3𝑚𝑛 + 𝑛 − 1( )≡2, 3 𝑚𝑜𝑑 6( ) 

. Dengan demikian, teorema terbukti.  ⌈ 3𝑚𝑛+(𝑛−1)
3 ⌉𝑗𝑖𝑘𝑎  3𝑚𝑛 + (𝑛 − 1)≢2, 3 (𝑚𝑜𝑑 6) ∎

Diberikan ilustrasi pelabelan-14 refleksif tak teratur sisi graf path comb titik graf friendship  di 𝑃
4
⊳𝑓

3

Gambar 3. Pada gambar tersebut, angka berwarna hitam menunjukkan label titik, angka berwarna biru 
menunjukkan label sisi, dan angka berwarna merah menunjukkan bobot sisi. 
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3.  ​ Simpulan  

Berdasarkan uraian tersebut, diperoleh kesimpulan, yaitu kekuatan sisi refleksif pada  dengan 𝑃
𝑛
⊳𝑓

𝑚( )
 n dan  adalah  dan ≥2 𝑚 = 2, 3 ⌈ 3𝑚𝑛+(𝑛−1)

3 ⌉ + 1 𝑗𝑖𝑘𝑎  3𝑚𝑛 + (𝑛 − 1)≡2, 3 (𝑚𝑜𝑑 6)

. Penulis berharap bagi pihak yang tertarik dengan topik ⌈ 3𝑚𝑛+(𝑛−1)
3 ⌉ 𝑗𝑖𝑘𝑎 3𝑚𝑛 + (𝑛 − 1)≢2, 3 (𝑚𝑜𝑑 6)

pelabelan refleksif tak teratur sisi maupun kekuatan sisi refleksif pada graf dapat melakukan penelitian 

untuk menentukan kekuatan sisi refleksif graf friendship comb titik graf path  untuk n dan 𝑓
𝑚

⊳𝑃
𝑛

≥2 

. 𝑚 > 3
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