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Abstrak

Penelitian ini membahas mengenai kekuatan sisi refleksif pada graf lintasan comb sisi terhadap graf
matahari, yaitu PmEeSn dengan n>3 dan m=>2. Pelabelan refleksif termasuk salah satu kajian

dalam teori pelabelan graf dengan pemberian label titik maupun sisi, sehingga setiap sisi memiliki
bobot unik yang ditentukan melalui penjumlahan label titik dan sisi yang incident. Bobot sisi uv
terhadap pelabelan w dari graf G dinotasikan wt(uv) yaitu wtw(uv) = o)+ o)+ o),

dengan w merupakan fungsi pelabelan dari graf G. Penelitian dilakukan dengan menganalisis pola
pelabelan dan hubungan antara jumlah titik serta sisi pada graf. Berdasarkan analisis tersebut
diperoleh bahwa |E(G)| = 6(m — 1) dan [V(G)|= 5(m — 1) + 1. Setiap sisi memiliki bobot
unik sehingga pelabelan memenuhi sifat refleksif tak teratur sisi. Nilai kekuatan sisi refleksif
diperoleh sebesar res(G)= [ﬂ";—_lll, yang menunjukkan bahwa pelabelan bersifat optimal karena

mencapai batas atas [ﬂmg—_lL .
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1. Pendahuluan

Graf merupakan struktur matematika yang terdiri atas himpunan titik dan sisi yang menghubungkan
pasangan titik tersebut. Menurut Chartrand dan Lesniak (1986), graf didefinisikan sebagai pasangan
berurut ¢ = (V(G), E(G)), di mana V(G) adalah himpunan titik dan E(G) adalah himpunan sisi yang
menghubungkan titik-titik berbeda pada V(G). Salah satu kajian penting dalam teori graf adalah pelabelan
graf, yang pertama kali diperkenalkan oleh Wallis (1960). Pelabelan merupakan fungsi w yang
memetakan titik dan sisi graf ke himpunan bilangan bulat positif. Chartrand et al. (1988) pertama kali
memperkenalkan konsep pelabelan tak teratur pada suatu graf G. Konsep ini menjadi dasar bagi berbagai
pengembangan pelabelan graf lainnya. Perkembangan berikutnya muncul pada tahun 2007, Baca et al.
(2007) memperkenalkan pelabelan-k total tak teratur sisi dan pelabelan-k total tak teratur titik.

Pada tahun 2017, Ryan et al. memperkenalkan konsep baru dari pelabelan-k total tak teratur
menjadi pelabelan-k refleksif tak teratur sisi dan titik (Baca et al., 2017). Dalam pelabelan refleksif sisi,
titik diberi label bilangan bulat genap non negatif {0, 2, 4, ..., ZkU}, sedangkan sisi diberi label bilangan

positif {1, 2, .., ke}. Bobot sisi  uv  dengan pelabelan ®  dinyatakan  sebagai
wt (w) = w(u) + w(uv) + w(v), dengan semua bobot sisi berbeda. Nilai minimum
k = maks{ke, ZkU} yang memenuhi kondisi tersebut disebut reflexive edge strength, disimbolkan
res(G) = k. Penelitian ini mengkaji graf lintasan comb sisi graf matahari PmlzeSn dengan n=3 dan

m=2 untuk menentukan nilai res(G) menggunakan pelabelan-k refleksif tak teratur sisi. Berikut Lema
yang diberikan oleh Ryan et al. (Baca et al., 2017) yang dapat menjadi acuan untuk menghitung nilai
res(G).
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Lema 1. Untuk setiap graf G,
res(G)>{[£2L, jika |E(6)|£2,3(mod 6), [Z2L] + 1, jika |E(G)| =2,3 (mod 6).

Salah satu bentuk graf yang menarik untuk dikaji melalui pendekatan pelabelan refleksif adalah
graf hasil operasi comb sisi. Menurut Slamin (2018), operasi comb sisi PmEeSn adalah sebuah graf yang

diperoleh dari graf lintasan Pm dan |E (Pm)| duplikat dari graf matahari Sn, sedemikian sehingga setiap
sisi e€E (Pm) dihimpitkan dengan sisi e dari salah satu duplikat graf Sn. Operasi ini menghasilkan

struktur graf baru dengan keterhubungan berlapis antara titik lintasan dan titik cabang graf matahari,
sehingga membentuk pola pelabelan yang unik.

Pada pelabelan refleksif tak teratur sisi, terdapat beberapa graf yang sudah diteliti diantaranya

yaitu, pada tahun 2017, Tanna et al. (2017) meneliti graf prisma Dn, graf kipas Fn, graf roda Wn, dan

graf basket Bn. Pada tahun 2020 Indriati ef al. (2020) meneliti graf lintasan korona graf lengkap K r
dan graf lintasan korona graf lintasan Pz' Selanjutnya di tahun 2021, Setiawan dan Indriati (2021)

telah melakukan penelitian graf matahari dan graf korona graf siklus dan graf nu// dengan graf dua

titik € N ON 5 Pada penelitian ini, akan dikaji graf lintasan comb sisi graf matahari PmEeSn dengan
n=>3 dan m>2 menggunakan pelabelan-k refleksif tak teratur sisi.

Metode penelitian yang digunakan adalah konstruksi eksplisit pelabelan refleksif tak teratur sisi

pada graf PmEeSn. Penelitian diawali dengan menentukan batas bawah menggunakan lema yang berlaku,

kemudian dikonstruksi fungsi pelabelan pada titik dan sisi sehingga menghasilkan bobot sisi yang
berbeda.

2. Pembahasan

Graf lintasan comb sisi terhadap graf matahari dinotasikan dengan PmEeSn, di mana Pm
merupakan graf lintasan dengan m titik dan Sn merupakan graf matahari dengan n titik pada siklus dan
pendantya. Graf ini dibentuk dengan menghimpitkan sisi-sisi pada graf lintasan Pm terhadap sisi-sisi
pada graf matahari Sn, sehingga diperoleh graf lintasan comb sisi dengan struktur cabang graf matahari.

Selanjutnya, didefinisikan fungsi pelabelan refleksif sebagai w: V(G) U E(G) — {0, 2, 4,..} U N, dengan
titik diberi label bilangan genap non-negatif dan sisi diberi label bilangan bulat positif. Bobot sisi pada
graf G didefinisikan sebagai jumlah label titik yang terhubung oleh suatu label sisi dan label sisi itu
sendiri. Secara matematis dinyatakan sebagai th(uv) = o)+ o)+ o), dengan

merupakan fungsi pelabelan dari himpunan titik dari 1 hingga Zkv dan himpunan sisi dari 0 hingga ke.

Suatu pelabelan disebut refleksif tak teratur sisi jika setiap sisi pada graf memiliki bobot yang unik.
Diberikan Gambar 1 menunjukkan graf hasil operasi comb sisi antara graf lintasan dan graf
matahari PmlzeSn dengan n>3 dan m=>2.

V21 V2,m-1
Vam-1
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Vim-1 Y3m-1
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Gambar 1. Graf hasil operasi comb sisi antara graf lintasan dan graf matahari dengan n>3 dan m=>2.

Graf P = S, memiliki himpunan titik V()= {u, u, .., u }u {vj’l|1SjS4, 1<ism — 1,

dan himpunan sisi
E(G) = {uiqullSLSm - 1}U {uivjllllslgm, 1<j<4, 1<I<m — 1}U {vj,lvj+2,l|] = 2, 1<lsm — 1}

yang mencakup sisi lintasan utama serta sisi penghubung antara titik lintasan dan titik-titik pada cabang
graf matahari. Dengan demikian, jumlah sisi graf adalah |E(G)|= 6(m — 1), dan jumlah titik
[V(G)] = 5(m — 1) + 1. Berdasarkan struktur graf dan jumlah titik serta sisi tersebut, selanjutnya
akan ditentukan kekuatan sisi refleksif dari graf PmEeS 3 menggunakan konsep pelabelan-k refleksif tak

teratur sisi.
Kekuatan sisi refleksif dari graf lintasan comb sisi graf matahari PmEeS 3 dapat diperoleh melalui

Teorema 1.
Teorema 1. Untuk setiap bilangan bulat n, m dengan n > 3 dan m>2,

res(P & § )= [2%, jika6(m — 1)=0 (mod 6).

Bukti. Dibuktikan batas bawah dari res (PleeS 3). Graf lintasan comb sisi graf matahari memiliki

6(m — 1) sisi, berdasarkan Lema 1 diperoleh
TeS(Pm‘2953) = [ 71;—1 1, jika 6(m — 1)=0 (mod 6).

Graf lintasan comb sisi graf matahari P4Ee5 3 mempunyai 16 titik (ui) untuk 1<i<4; (vj‘l) untuk
1<j<4 serta 1<I<3, dan 18 sisi yang meliputi (uiuiﬂ) untuk 1<i<3; (uiv],'i) untuk
1<i<3 danj = 1 serta 3<j<4 dan (vj’lvj”’l) untuk j = 2 dan 1<I<3. Berdasarkan Lema (1) diperoleh
batas bawah dari graf lintasan comb sisi graf matahari (P 4285 3) = 6. Jadi diasumsikan
res(P4lzeS3) = 6, didapatkan label terbesar sisi dan titik sebesar 6. Maka label titik dan sisi dengan
bobot sisi dari 1 hingga 18, sebagai berikut,

th (u1v11)= w(u1)+ oo(ule1 + w(v1‘1)= 0+1+0=1,
th (u1v41 = oo(ul)+ w(u1v4'1)+ “)(U4,1 =04+2+4+0=2
wtw (uzv“): w u2)+ oo(uzvzh1 + w(v“)— 0+1+2=3,
wtm (u1u2)= w(ul + w(u1u2)+ w(u2)= 0+2+ 2 =4,

wtw (v2,1v4,1) = w(vz‘l) + w v2,1v4,1) + oo(v )= 24+3+0=5,
wtm (uzv&l) = w(u2)+ w(uzv&l) + w(v&l) =242+ 2=6,
th (u2v1,2) = w(u2)+ w(uzvu) + w(vl‘z) =24+3+2=17,
th (uzvm) = w(u2)+ w(uzv“) + m(vm) =242+ 4=28,
wtm (u3v4’2) = w(ug) + w(u3v4’2 + w(v ‘2) =44+1+4=09,
th (uzug) = m(uz) + w(uZuB) + u)(u3) =24+44+ 4 =10,

wtm (vz’zv“) = w vz) + w(vzv“) + oo(v4’2 =44+ 3+ 4 =11,
th (u3v3'2) = m(u3)+ w(u3v3'2 + m(v&z) =44+4+4+4=12,
wt (u3v1’3) = w(us) + a)(u3v1’3) + u)(vm) =4+5+ 4 =13,
th (u3v4'3) = m(u3)+ w(u3v4'3) + m(vm) =44+4+4+6=14,
th (u4v4’3) = w(u4) + a)(u4v4’3 + u)(v ‘3) =6+ 3+ 6 =15,
th (u3u4) = w(u3 + m(u3u4) + u)(u4) =44+ 6+ 6 =16,

th (v2’3v4’3) = (‘)(Uzs) + w v,.vV, 3) + ‘D(”“ =6+5+6=17,
wt (u4v3'3) = co(u4)+ m(u4v3y3) + w(vgs) =6+ 6+ 6 = 18.
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Formula tersebut dapat diterapkan. Selanjutnya, dibuktikan batas atas dari graf lintasan comb sisi
graf matahari (P412€S3) dengan

ke = [, jika 6(m — 1)=0 (mod 6).

Diberikan w pada pelabelan-k graf lintasan comb sisi graf matahari (P 4‘265 3) sebagai berikut,

u)(ui) = 2(i — 1), untuk 1<i<m,

_ untuk j=1; 1<l<m-1, untuk j=2,3; 1<l<m-1,
w(vj,l) = {2¢ D, untuk j=4; I=1, 2L, untuk j=4; 2<l<m—1,

co(u,uA )= 2i, untuk 1<i<m — 1,
i i+1

1, untuk j=4; l=1;i=2,dan untuk j=4; |=2;i=3, . . .
= — — = 4 3<[< — 1- =
w(uivj l) { 2, untuk j=4;1=1; i=1, dan untuk j=4;1=2;j=2, 31 2 L untuk} 4; 3<l=m L L, dan

Dari pembuktian batas bawah dan batas atas, dapat diketahui bahwa maksimum dari label titik dan

sisi adalah [ﬁ";i] untuk 6(m — 1)=0 (mmod 6). Dapat dilihat label titik merupakan bilangan bulat

genap non negatif dan label sisi meruSJakan bilangan asli, sehingga diperoleh bobot sisi sebagai berikut,

Wt(u_u, =6( — 1)+ 4, untuk 1<i<m — 1,
i i+1

6(i—1)
» T6(i-1),

Wt(uiv )z {6 —D+ 1, untukj = 1; 1<isSm — L; 1 =i, 6(i — 1)+ 2, untukj = 4; 1<ism — 1; 1 =i
jl

wt(v],’lij,Z) =6(— 1)+ 5, untukj = 2;1<I<m — 1.

Dari bobot sisi, dapat dilihat bahwa graf lintasan comb sisi graf matahari Pmlze.i3 mempunyai
bobot berbeda, sehingga w memenuhi elemen pelabelan-k refleksif tak teratur sisi. Batas bawah sama
dengan batas atas, oleh karena itu res(PmEeS 3) adalah [6(";—_1)] untuk 6(m — 1)=0 (mod 6). Dengan
demikian, teorema terbukti. m.

Berdasarkan Gambar 2 ditunjukkan pelabelan-6 tak teratur sisi pada graf lintasan comb sisi graf
matahari P4EeS 3 dengan n=>3 dan m=>2. Pada gambar tersebut, angka berwarna biru menunjukkan label

titik, angka berwarna merah menunjukkan label sisi, angka berwarna hitam menunjukkan bobot sisi, dan
huruf berwarna hitam menunjukkan titik dari graf P41285 5
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Gambar 2. Pelabelan-6 refleksif tak teratur sisi graf P4‘2853.

3. Simpulan

Berdasarkan uraian tersebut, diperoleh kesimpulan yaitu kekuatan sisi refleksif graf lintasan comb sisi
graf matahari PmEeS3 yaitu jumlah sisi |[E(G)|= 6(m — 1) dan titik |V(G)|= 5(m — 1) + 1.

Berdasarkan jumlah sisi tersebut, kekuatan sisi refleksif graf PmizeS3 yaitu res(PmEeS3) adalah

[@] untuk 6(m — 1)=0 (mod 6). Dengan demikian, telah ditunjukkan bahwa batas atas dan batas

bawah dapat dicapai melalui konstruksi pelabelan yang menghasilkan bobot sisi yang berbeda. Oleh
karena itu, nilai kekuatan sisi refleksif graf lintasan comb sisi graf matahari PmlzeSn adalah sama dengan

batas atas dan batas bawahnya. Penelitian ini sekaligus memperluas kajian pelabelan refleksif pada graf
hasil operasi sisi dengan memberikan pola dan formula baru untuk graf lintasan comb sisi graf matahari.
Penulis berharap bagi pihak yang tertarik dengan topik pelabelan refleksif tak teratur sisi maupun
kekuatan sisi refleksif pada graf dapat melakukan penelitian untuk menentukan kekuatan sisi refleksif
graf lintasan comb sisi graf matahari PmEeSn dengan n>3 dan m=>2.
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