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Abstrak 

Graf merupakan struktur yang terdiri atas himpunan titik  dan sisi  yang menghubungkan 𝑉(𝐺) 𝐸(𝐺)
titik-titik tersebut. Pelabelan -refleksif tak teratur sisi pada graf  adalah pemberian bilangan bulat 𝑘 𝐺
positif  untuk label sisi dan bilangan genap dari  untuk label titik, {1,  2,  …,  𝑘

𝑒
} {0,  2,  …,  2𝑘

𝑣
}

dengan  sehingga bobot pada setiap sisi dari graf  berbeda. Bobot sisi  𝑘 =  𝑚𝑎𝑥 {𝑘
𝑒
,  2𝑘

𝑣
} 𝐺 𝑥𝑦

terhadap pelabelan   dari graf 𝐺 dinotasikan  dengan ⋋ 𝑤𝑡(𝑥𝑦)
 Nilai minimum  pada graf  yang dapat dilabeli dengan 𝑤𝑡 (𝑥𝑦) =  ⋋(𝑥) +  ⋋(𝑥𝑦) +  ⋋(𝑦). 𝑘 𝐺

pelabelan-  refleksif tak teratur sisi disebut dengan kekuatan sisi refleksif yang dinotasikan dengan 𝑘
 𝑟𝑒𝑠(𝐺)

Graf layang-layang  merupakan gabungan graf cycle dengan panjang  yang 𝑚, 𝑡( ) − 𝑘𝑖𝑡𝑒  𝑚( )
ditambahkan sebuah path sepanjang  yang incident pada salah satu titik cycle. Sementara itu, 𝑡( )
graf lintasan ( ) adalah graf dengan  titik dan  sisi untuk  .Dalam penelitian ini 𝑃

𝑛
𝑛( ) 𝑛 − 1( ) 𝑛≥2( )

akan ditentukan kekuatan sisi refleksif  pada graf hasil operasi comb product sisi dan comb 𝑟𝑒𝑠(𝐺)
product graf lintasan dan graf layang-layang 
Kata kunci: 

Kekuatan sisi reflektif, pelabelan 𝑘-refleksif, graf layang-layang 
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1.  ​ Pendahuluan 

Teori graf merupakan salah satu cabang penting dalam matematika diskrit yang berfokus pada studi 
struktur yang disebut graf. Graf terdiri dari titik (vertex) dan sisi (edge) yang menghubungkan titik-titik 
tersebut. Menurut (Wallis, 2001) sebuah graf dapat didefinisikan sebagai sebuah pasangan terurut yang 
terdiri dari dua komponen, yaitu . Di sini,  merujuk pada himpunan yang tidak kosong, 𝑉 𝐺( ), 𝐸(𝐺)[ ]  𝑉(𝐺)
dinotasikan sebagai  yang disebut sebagai titik dari graf . Sementara itu,𝑉 𝐺( ) = {𝑣

1
, 𝑣

2
, 𝑣

3
, …, 𝑣

𝑛
} 𝐺

 merupakan himpunan yang terdiri dari pasangan-pasangan tidak terurut, dinotasikan sebagai  𝐸 = 𝐸(𝐺)
{ }. Pasangan-pasangan ini diambil dari unsur-unsur yang berbeda dalam himpunan 𝐸 𝐺( ) = 𝑒

1
, 𝑒

2
, 𝑒

3
, …, 𝑒

𝑚

 dan dikenal sebagai sisi atau garis. Graf dapat dinyatakan sebagai . 𝑉(𝐺) 𝐺 = (𝑉, 𝐸)

Pelabelan grafik merupakan suatu proses pemetaan yang mengaitkan elemen-elemen dalam grafik dengan 
angka, yang umumnya berupa bilangan bulat positif atau non-negatif. Domain yang paling sering 
digunakan dalam pelabelan ini meliputi himpunan semua titik sudut (dikenal sebagai pelabelan titik 
sudut), himpunan sisi saja (disebut pelabelan sisi), atau kombinasi dari semua titik sudut dan sisi (yang 
disebut pelabelan total) Bača et al. (2007). Selain itu, terdapat juga kemungkinan untuk menggunakan 
domain lain (Gallian, 2018) 
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Tanna et al. (2017), memperkenalkan tentang pelabelan -refleksif tak teratur sisi pada graf   adalah 𝑘 𝐺
pemberian label sisi melalui pemetaan  dan label titik melalui pemetaan ⋋

𝑒
: 𝐸(𝐺)→{1,  2,  …,  𝑘

𝑒
}

, dengan  sehingga bobot pada setiap sisi berbeda.. Bobot ⋋
𝑣
: 𝑉(𝐺)→{0,  2,  …,  2𝑘

𝑣
} 𝑘 =  𝑚𝑎𝑥 {𝑘

𝑒
,  2𝑘

𝑣
}

sisi  terhadap pelabelan  dari graf  dinotasikan  dengan 𝑤𝑥𝑦 ⋋ 𝐺 𝑤𝑡(𝑥𝑦)
. Nilai minimum  pada graf  yang dapat dilabeli dengan 𝑡(𝑥𝑦) =  ⋋(𝑥) +  ⋋(𝑥𝑦) +  ⋋(𝑦) 𝑘 𝐺

pelabelan-𝑘 refleksif tak teratur sisi disebut dengan kekuatan sisi refleksif yang dinotasikan dengan 
. Berikut adalah lema oleh Ryan et al. (Bača et al., 2019) 𝑟𝑒𝑠(𝐺)

Lema 1. Untuk setiap graf , 𝐺

 𝑟𝑒𝑠(𝐺)≥{⌈ 𝐸(𝐺)| |
3 ⌉,                  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝐸(𝐺)| |≢2, 3 𝑚𝑜𝑑 6( ),  ⌈ 𝐸(𝐺)| |

3 ⌉ + 1,   𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝐸(𝐺)| |≡2, 3 𝑚𝑜𝑑 6( ),  

Pelabelan tak teratur sisi, terdapat beberapa graf yang sudah diteliti salah satunya Tanna et al. (2017) 
menelitif graf kipas , graf roda  dan graf basket Pada penelitian ini akan ditentukan  dari 𝐹

𝑛
𝑊

𝑛
𝐵

𝑛
.  𝑟𝑒𝑠(𝐺)

graf lintasan comb product sisi graf layang-layang  𝑃
𝑛
⊳

𝑒
(3, 1) − 𝑘𝑖𝑡𝑒

 

2.  ​ Pembahasan 

Graf lintasan ( ) adalah graf dengan  titik dan  sisi untuk . Sementara itu, graf 𝑃
𝑛

𝑛( ) 𝑛 − 1( ) 𝑛≥2( )

layang-layang  merupakan gabungan graf cycle dengan panjang  yang ditambahkan 𝑚, 𝑡( ) − 𝑘𝑖𝑡𝑒  𝑚( )
sebuah path sepanjang  yang incident pada salah satu titik cycle (Wallis, 2001). Operasi comb product 𝑡( )
sisi didefinisikan sebagai berikut: misalkan  dan  adalah graf terhubung dan terdapat satu sisi tertentu 𝐺 𝐻

 yang disebut sisi cangkok. Operasi comb product sisi antara dan , dinotasikan sebagai  𝑒∈𝐸(𝐻) 𝐺 𝐻 𝐺⊳
𝑒
𝐻.

Graf lintasan comb product sisi graf layang-layang  adalah hasil operasi comb product 𝑃
𝑛
⊳

𝑒
(𝑚, 𝑡) − 𝑘𝑖𝑡𝑒

sisi graf lintasan dengan graf layang-layang. Pada pembahasan ini akan dibahas graf lintasan comb 
product sisi  dengan dan .  𝑃

𝑛
⊳

𝑒
(𝑚, 𝑡) − 𝑘𝑖𝑡𝑒 𝑚 = 3 𝑡 = 1

Graf lintasan comb product sisi graf layang-layang  mempunyai sisi dan 𝑃
𝑛
⊳

𝑒
(3, 1) − 𝑘𝑖𝑡𝑒 4 𝑛 − 1( ) 

 titik dengan himpunan titik dan himpunan sisi 3𝑛 − 2 𝑉(𝑃
𝑛
⊳

𝑒
(3, 1) − 𝑘𝑖𝑡𝑒) = 𝑣

1
,  𝑣

2
,  𝑣

3
,  ⋯,  𝑣

𝑛{ } 

. Kekuatan sisi reflektif dari graf hasil 𝐸(𝑃
𝑛
⊳

𝑒
(3, 1) − 𝑘𝑖𝑡𝑒) = 𝑢

11
,  𝑢

12
,  𝑢

21
, 𝑢

22
,  ⋯,  𝑢

𝑛1
, 𝑢

𝑛2

⎰
⎱

⎱
⎰

operasi comb product sisi pada graf lintasan dan graf layang-layang dapat diperoleh sebagai berikut, 

Teorema 1. Untuk setiap bilangan bulat  dengan  dan  𝑛, 𝑚, 𝑡 𝑚 = 3 𝑡 = 1

𝑟𝑒𝑠 𝑃
𝑛
⊳

𝑒
(3, 1) − 𝑘𝑖𝑡𝑒( ) = {⌈ 4(𝑛−1)

3 ⌉,                     𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 (4𝑛 − 4)≢2, 3 𝑚𝑜𝑑 6( ),       ⌈ 4(𝑛−1)
3 ⌉ + 1,              𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 (4𝑛 − 4)≡

Bukti Pertama dibuktikan batas bawah dari . Graf lintasan comb product sisi graf 𝑟𝑒𝑠 𝑃
𝑛
⊳

𝑒
(3, 1) − 𝑘𝑖𝑡𝑒( )

layang-layang  mempunyai  sisi. Dengan menggunakan Lema (1) diperoleh 𝑃
𝑛
⊳

𝑒
(3, 1) − 𝑘𝑖𝑡𝑒 4(𝑛 − 1)

𝑟𝑒𝑠 𝑃
𝑛
⊳

𝑒
(3, 1) − 𝑘𝑖𝑡𝑒( ) ≥ {⌈ 4(𝑛−1)

3 ⌉,                     𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 4(𝑛 − 1)≢2, 3 𝑚𝑜𝑑 6( ),       ⌈ 4(𝑛−1)
3 ⌉ + 1,              𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 4(𝑛 − 1)≡

Penyataan tersebut ekuivalen dengan pernyataan: 

𝑟𝑒𝑠 𝑃
𝑛
⊳

𝑒
(3, 1) − 𝑘𝑖𝑡𝑒( ) ≥ {⌈ 4(𝑛−1)

3 ⌉,                     𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 (4𝑛 − 4)≢2, 3 𝑚𝑜𝑑 6( ),       ⌈ 4(𝑛−1)
3 ⌉ + 1,              𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 (4𝑛 − 4)≡
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Selanjutnya, dibuktikan batas bawah dari adalah 4 untuk n = 3. Graf lintasan 𝑟𝑒𝑠 𝑃
𝑛
⊳

𝑒
(3, 1) − 𝑘𝑖𝑡𝑒( ) 

comb product sisi graf layang-layang mempunyai 7 titik ( ) 𝑃
3
⊳

𝑒
(3, 1) − 𝑘𝑖𝑡𝑒 𝑣

1
,  𝑣

2
, 𝑣

3
, 𝑢

11
,  𝑢

12
, 𝑢

21
, 𝑢

22

dan 8 sisi ( ) untuk 𝑖= 1, 2, 3; ( ) untuk 𝑖= 1, 2; ( ) untuk 𝑖= 1, 2; dan ( ) untuk 𝑖= 𝑣
𝑖
𝑣

𝑖−1
𝑣

𝑖+1
 𝑢

𝑖1
𝑣

𝑖+1
 𝑢

𝑖2
𝑢

𝑖1
𝑢

𝑖2

1, 2. Berdasarkan Lema (1) diperoleh batas bawah dari graf lintasan comb product sisi graf layang-layang 
 = 4. Jadi, diasumsikan  = 4, didapatkan label terbesar titik 𝑃

3
⊳

𝑒
(3, 1) − 𝑘𝑖𝑡𝑒 𝑟𝑒𝑠 𝑃

3
⊳

𝑒
(3, 1) − 𝑘𝑖𝑡𝑒( )

dan sisi sebesar 4, maka kemungkinan label titik dan sisi dengan bobot sisi 1 hingga 8, sebagai berikut, 

𝑤𝑡
𝑓

𝑣
1
𝑣

2( ) = ⋋ 𝑣
1( ) + ⋋ 𝑣

1
𝑣

2( ) + ⋋ 𝑣
2( ) = 0 + 1 + 0 = 1𝑤𝑡

𝑓
𝑣

2
𝑢

11( ) = ⋋ 𝑣
2( ) + ⋋ 𝑣

2
𝑢

11( ) + ⋋ 𝑢
1.1( ) = 0 + 2 + 0 = 2

Formula tersebut dapat diterapkan. Jadi 4 adalah bobot yang tepat untuk . 𝑟𝑒𝑠 𝑃
3
⊳

𝑒
(3, 1) − 𝑘𝑖𝑡𝑒( )

Selanjutnya dibuktikan batas atas dari graf lintasan comb product sisi graf layang-layang 
 dengan 𝑃

𝑛
⊳

𝑒
(3, 1) − 𝑘𝑖𝑡𝑒

 𝑘 = {⌈ 4(𝑛−1)
3 ⌉,                     𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 (4𝑛 − 4)≢2, 3 𝑚𝑜𝑑 6( ),       ⌈ 4(𝑛−1)

3 ⌉ + 1,              𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 (4𝑛 − 4)≡2, 3 𝑚𝑜𝑑 6( ),      

Dikonstruksikan  pelabelan   pada graf lintasan comb product sisi graf layang-layang ⋋ − 𝑘
 sebagai berikut, 𝑃

𝑛
⊳

𝑒
(𝑚, 𝑡) − 𝑘𝑖𝑡𝑒

Label titik  untuk  sebagai berikut, (𝑣
𝑖
) 1≤𝑖≤𝑛

 ⋋ 𝑣
𝑖( ) = {0                             𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 1, 2    2                             𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 3       2⌊ 2𝑖

3 ⌋                        𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 4≤𝑖≤𝑛    

Label titik dan  dengan untuk  sebagai berikut, (𝑢
1𝑖

) (𝑢
2𝑖

) 1≤𝑖≤𝑛 − 1

⋋ 𝑢
1𝑖( ) = ⋋ 𝑢

2𝑖( ) = {0                      𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 1              2                      𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 2              2⌈ 2𝑖
3 ⌉                   𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 3≤𝑖≤𝑛 − 1  

Label sisi  untuk  sebagai berikut, (𝑣
𝑖
𝑣

𝑖+1
) 1≤𝑖≤𝑛

 ⋋(𝑣
𝑖
𝑣

𝑖+1
 ){1                                  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 1     3                                  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 2, 3 2⌊ 2𝑖−5

3 ⌋ + 1                𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 4≤𝑖≤𝑛   

Label sisi ( ) dengan untuk  sebagai berikut, 𝑣
𝑖+1

 𝑢
𝑖1

1≤𝑖≤𝑛 − 1

 ⋋ 𝑣
𝑖+1

 𝑢
𝑖1( ) = {2                    𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 1, 2      4⌈ 𝑖−2

3 ⌉ − 2        𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 3≤𝑖≤𝑛 − 1  

Label sisi ( ) untuk  sebagai berikut, 𝑢
𝑖1

 𝑢
𝑖2

1≤𝑖≤𝑛 − 1

 ⋋ 𝑢
𝑖1

 𝑢
𝑖2( ) = {3                    𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 1, 2       4⌈ 𝑖−2

3 ⌉ − 1        𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 3≤𝑖≤𝑛 − 1   

Label sisi ( ) untuk  sebagai berikut, 𝑢
𝑖2

 𝑣
𝑖+1

1≤𝑖≤𝑛 − 1

 ⋋ 𝑢
𝑖2

 𝑣
𝑖+1( ) = {4                𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑖 = 1, 2         4⌈ 𝑖−2

3 ⌉         𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 3≤𝑖≤𝑛 − 1   

Dari pembuktian batas bawah dan batas atas tersebut, dapat diketahui bahwa label maksimum label titik 

dan sisi adalah dan   ⌈ 4(𝑛−1)
3 ⌉,   𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 (4𝑛 − 4)≢2, 3 𝑚𝑜𝑑 6( ) 

. Dapat diketahui label titik merupakan bilangan bulat ⌈ 4(𝑛−1)
3 ⌉ + 1,  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 4𝑛 − 4( )≡2, 3 𝑚𝑜𝑑 6( )

genap, sehingga diperoleh bibit sisi sebagai berikut, 

𝑤𝑡(𝑣
𝑖
𝑣

𝑖+1
) = 4𝑖 − 3,                        𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1≤𝑖≤𝑛 𝑤𝑡 𝑢

𝑖1
 𝑢

𝑖2( ) = 4𝑖 − 1,                        𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 1≤𝑖≤𝑛 − 1𝑤𝑡 𝑢
𝑖𝑗

 𝑣
𝑖+1( ) = 4𝑖 +

Dari bobot sisi dapat dilihat bahwa graf lintasan comb product sisi graf layang-layang 
  mempunyai bobot sisi yang berbeda, sehingga  memenuhi elemen pelabelan  𝑃

𝑛
⊳

𝑒
(3, 1) − 𝑘𝑖𝑡𝑒 ⋋ − 𝑘

refleksif tak teratur sisi. Batas bawah sama dengan batas atas, maka   adalah 𝑟𝑒𝑠 𝑃
𝑛
⊳

𝑒
(3, 1) − 𝑘𝑖𝑡𝑒
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dan ⌈ 4(𝑛−1)
3 ⌉,   𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 (4𝑛 − 4)≢2, 3 𝑚𝑜𝑑 6( ) ⌈ 4(𝑛−1)

3 ⌉ + 1,  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 4𝑛 − 4( )≡2, 3 𝑚𝑜𝑑 6( ).    
Dengan demikian teorema terbukti 

Gambar 1 merupakan ilustrasi dari pelabelan-6 refleksif tak teratur sisi graf lintasan comb 
product sisi graf layang-layang  . Pada gambar tersebut, angka berwarna hitam 𝑃

𝑛
⊳

𝑒
(3, 1) − 𝑘𝑖𝑡𝑒

menunjukkan label titik dan sisi, sedangkan angka berwarna oranye menunjukkan bobot sisi 

 
Gambar 1. Pelabelan-6 refleksif tak teratur sisi graf  𝑃

6
⊳

𝑒
(3, 1) − 𝑘𝑖𝑡𝑒

 

3.  ​ Simpulan 

Berdasarkan pembahasan diatas diperoleh kesimpulan yaitu kekuatan sisi reflektif graf lintasan comb 
product sisi graf layang-layang  adalah  𝑃

𝑛
⊳

𝑒
(3, 1) − 𝑘𝑖𝑡𝑒 ⌈ 4(𝑛−1)

3 ⌉,   𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 (4𝑛 − 4)≢2, 3 𝑚𝑜𝑑 6( )     

dan . Berdasarkan hasil penelitian yang telah dilakukan, ⌈ 4(𝑛−1)
3 ⌉ + 1,  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 (4𝑛 − 4)≡2, 3 𝑚𝑜𝑑 6( )

penulis menyarankan agar penelitian selanjutnya dapat mengembangkan penelitian ini untuk 
menentukan kekuatan sisi reflektif graf lintasan comb product sisi graf layang-layang  𝑃

𝑛
⊳

𝑒
(𝑚, 𝑡) − 𝑘𝑖𝑡𝑒

untuk  dan  𝑛≥1,  𝑚≥3 𝑡≥1

4.  ​ Persembahan 

Kami menyampaikan ucapan terima kasih yang sebesar-besarnya kepada Kementerian Pendidikan Tinggi, 

Ilmu Pengetahuan, dan Teknologi atas dana penelitian melalui Program Riset Fundamental Reguler 

dengan nomor kontrak 105/C3/DT.05.00/PL/2025 dan Surat Perjanjian Penugasan Penelitian LLPM UNS 
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