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Abstrak

Suatu graf G diasumsikan sebagai graf sederhana, tak berarah dan terhubung dengan himpunan V(G) disebut
himpunan titik dan E(G) disebut himpunan sisi. Jika setiap titik pada graf G dilabeli dengan bilangan genap
nonnegatif {0, 2, 2kv} dan setiap sisinya dilabeli dengan bilangan bulat positif {1, 2, . ke} sehingga

diperoleh bobot dari masing-masing sisi berbeda, maka graf G dapat dinyatakan memiliki pelabelan-k
refleksif tak teratur sisi, dimana k = maks(Zkv, ke). Bobot dari sisi uv terhadap pelabelan ¢ pada graf ¢

yang dinotasikan wt(uv) didefinisikan sebagai wt(uv) = ¢(u) + ¢(uv) + $(v). Nilai k yang minimum dari
label terbesar pada pelabelan graf G disebut dengan kekuatan sisi refleksif yang disimbolkan dengan res(G).
2mn+(n—1)

s 1

Dari penelitian yang telah dilakukan diperoleh res(PnDWm) dengan 2<n<6 dan m>3 adalah | 3

untuk 2mn + (n — 1) £2, 3 (mod 6) dan [ 2@~

3 1 + 1untuk 2mn + (n — 1)=2, 3 (mod 6).

Kata kunci:
Kekuatan sisi refleksif, pelabelan-k refleksif tak teratur sisi, graf lintasan comb product graf roda.
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1. Pendahuluan

Suatu graf G terdiri atas himpunan tak kosong berhingga yang disebut himpunan titik (vertex) yang
dinotasikan dengan V(G) dan himpunan sisi (edge) yang dimungkinkan kosong dinotasikan dengan E(G)
yang merupakan pasangan tak berurut dari setiap elemen V(G) dalam Chartrand (1986). Salah satu topik
yang sering dibahas dalam teori graf adalah pelabelan graf. Wallis (2001) menjelaskan bahwa pelabelan
graf adalah suatu pemetaan yang memetakan unsur-unsur graf (titik dan sisi) ke bilangan bulat positif
atau nonnegatif. Ada tiga jenis pelabelan graf yaitu pelabelan titik, pelabelan sisi, dan pelabelan titik dan
sisi atau biasa disebut dengan pelabelan total. Dari survei yang telah dilakukan oleh Gallian (2024),
terdapat beberapa bentuk pelabelan dalam graf, salah satunya adalah pelabelan-k total tak teratur.
Menurut BaCa et al. (2007), pelabelan total tak teratur terbagi menjadi pelabelan total tak teratur sisi
dan pelabelan total tak teratur titik.

Kemudian terdapat pengembangan dari pelabelan-k total tak teratur yaitu pelabelan-k refleksif tak
teratur titik dan pelabelan-k refleksif tak teratur sisi pada suatu graf yang diperkenalkan oleh Ryan et al.
dalam Baca et al. pada tahun 2017. Suatu graf G mempunyai pelabelan-k refleksif tak teratur sisi jika
titik-titiknya dilabeli dengan bilangan genap (0, 2, .., Zkv) dan sisi-sisinya dilabeli dengan bilangan bulat

positif (1, 2, ..., ke) dengan k = maks {ke, ZkV} sedemikian sehingga bobot semua sisi dari graf G

tersebut berbeda. Kekuatan refleksif tak teratur sisi yang dinotasikan dengan res(G) merupakan nilai
minimum k dari label terbesar. Berikut diberikan Lema untuk menentukan res(G) menurut Ryan et al.
(BaCa et al. 2017).
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Lema 1. Untuk setiap graf G

res(6)= {52, jika |E(G)|£2,3 (mod 6), [£1] + 1, jika |E(G)|=2,3 (mod 6). (1)

Terdapat beberapa graf yang telah diteliti pada pelabelan-k refleksif tak teratur sisi, diantaranya graf
prisma Dn, graf roda Wn, graf kipas Fn, dan graf keranjang Bn yang diteliti oleh Tanna et al. (2017), graf

siklus korona graf null N1 dan N2 oleh Setiawan et al. (2021), graf prisma yang diperumum (generalized

prism) oleh Irfan et al. (2022), graf sisir dengan 2 pendant yang diteliti oleh Nurhayati dan Susanti (2023),
serta graf hasil operasi comb product pada graf siklus dan graf bintang oleh Vinatih dan Indriati (2025).
Pada penelitian ini akan diteliti mengenai pelabelan-k refleksif tak teratur sisi serta ditentukan res(G)
dari graf lintasan comb product graf roda (Pn I>Wm) dengan 2<n<6 dan m=> 3.

2. Pembahasan

Menurut Maryati dan Hadiputra (2025), hasil operasi comb product dari graf G dan H yang dinotasikan
dengan Ge>H adalah graf yang dibentuk dari graf G dan sebanyak |V(G)| salinan dari graf H. Setiap titik
u€V (@) dihubungkan dengan satu salinan dari H dengan cara menempelkan satu titik u pada G dengan
titik v tertentu pada salinan H tersebut. Dengan demikian, graf lintasan comb product graf roda adalah
graf yang diperoleh dari graf lintasan Pn dan sebanyak |V(Pn)| salinan dari graf roda Wm dimana setiap

titik uEV(Pn) dihubungkan dengan satu salinan dari graf Wm dengan cara menempelkan satu titik pada
graf lintasan Pn dengan titik v tertentu pada salinan graf roda Wm tersebut. Dalam hal penelitian ini, titik
v pada graf Wm yang dimaksud adalah salah satu titik dari cycle di Wm. Graf lintasan comb product graf

roda terdiri atas himpunan titik
V(PnDWm) = {vi‘j: i=12.nj=12 ., m}U{Wi: i=1,2,.,n} dan himpunan sisi

E(p ow )= {vi’jvi#l:i =1,2m) = 1,2.,m - 1}u {vi' o Vim
sehingga order|V(Pn> Wm)| = (m + 1)ndansize |E(Pnl>Wm)| =2mn + (n — 1).

ti=1,2,., nju {vi'j, Wil =12 =1,2.,

51 U2 U3 1;::
r——— — — —
Vi1
V12 V1m
V13 V1 m—1
V14

Gambar 1.Graf P , W P oW ;n=6danm=>3
n m n m
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Kekuatan sisi refleksif pada graf lintasan comb product graf roda Pn = Wm diperoleh sebagai berikut

Teorema 1. Untuk semua bilangan bulat positif 2<n<6 dan m=3

1+ 1, jika2mn + (n — 1)==

res(Pn o Wm) = {[Zm%(n_l)], jika2mn + (n — 1)%2, 3 (mod 6), [w

Bukti. Ditunjukkan batas bawah res(PnDWm). Diketahui jika jumlah sisi dari graf Pn|>Wm yaitu

2mn + (n — 1), maka berdasarkan Lema 1, diperoleh
res(Pnl> Wm)z {[A—Lzmnzn_1 1, jika2mn + (n — 1)%2,3 (mod 6), [%3”_1] + 1, jika2mn + (n — 1)=2,

Batas bawah pada (2) sama dengan batas bawah res(Pn > Wm) yang ditunjukkan oleh Ryan et al. pada

(1). Selanjutnya ditunjukkan batas atas dari res(Pnl> Wm). Dikonstruksikan fungsi pelabelan ¢ pada

2mn+(n—1) -|

3 untuk

pelabelan-k refleksif tak teratur sisi di graf Pnl>Wm dengan k = |
2mn + (n — 1)#2,3 (mod 6), dan k = [M":,n—_lL] + 1, untuk 2mn + (n — 1)=2, 3 (mod 6).

Penyesuaian nilai k ini dilakukan agar pelabelan yang dikonstruksi memenuhi sifat-sifat pelabelan
refleksif yang diharapkan dan menghasilkan bobot untuk tiap sisi yang berbeda. Berikut ini merupakan
konstruksi label dari graf Pn o Wm dengan 2<n<6 dan m=3.

Label titik v, untuk 1<i<6 dan 1<j<m.

q)(vij) = {0, untuki =1, %m, untuki = 2danm = 0 (mod 3), %m + %, untuki = 2danm = 1 (mod 3), %m

Label titik w, untuk 1<i<6.

cl)(wi): {2[%], untuki = 1,2, 2m + 2, untuki = 3, k, untuki =4, m=0,1(mod3)dani > 4, k — 1, untu

Label sisiv, v, untuk 1<i<5.
i1 i+1,1
4

¢(vi,1vi+1,1) ={2] m_3J + i+ 2 untuki =1,2, %m +1- [%J, untuk i = 3danm = 0 (mod 3), %m +=-

3 3
Labelsisiv, v. .  untuk 1<i<6dan 1<j<m — 1.
ij ij+1

c])(vijvl_jﬂ): {j, untuki =1, [%j +2—-(mmod3)+j— 1, untuki =2, j + 2, untuki = 3, %m +(G -1,

Label sisiv. ,v. untuk 1<i<é6.
L1 im

d)(vi 1 v,

Lm,

)= {m, untuki =1, 4[%] + 1, untuki =2, m + 2, untuki =3, m + 5[%] — 1, untuki = 4dan

Label sisi vi],, w, untuk 1<i<6 dan 1<j<m.

c])(vij,wl_): {m-2 [%J +j, untuki=1,j+ 1, untuki = 2, m + j, untuki = 3, 2[%] + 2(mmod3)+ (j —
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Berdasarkan pelabelan, diperoleh label maksimum dari titik dan sisi yaitu pada sisi v, ow, untuki =1,

sisi v,.v, untuk i = 2danm = 0mod 3, titik vzj untuk i = 2danm = 1,2 mod 3, titik w, untuk

i~ .
i=3, dan sisi v4'1v4‘

dari res(Pn o Wm) adalah sebagai berikut

. untuk i = 4danm = 2 mod 3. Dengan demikian, dapat disimpulkan batas atas

res(P oW )< {2, jika2mn + (n — 1)#2,3 (mod 6), [ + 1, jika 2mn + (n — 1)=2,:

Selanjutnya akan ditentukan bobot untuk tiap sisi pada graf lintasan comb product graf roda Pn o Wm.

Bobot sisi dari graf lintasan comb product graf roda Pn o Wm adalah sebagai berikut

Bobot sisiv, v, untuk 1<i<5.
i1 i+1,1

Wt¢(vi,1vi+1,l) = i2m + 1)

Bobot sisi Y Vi untuk 1<i<6 dan 1<j<m — 1.
wt¢(vi‘jvi’j+1) = {(4 [%J)m +i+4+j—1, untukiganjil, (4 |5 - 1)m +i+j—1, untukigenap.
Bobotsisiv, ,v. untuk 1<i<6.

L,1° im

we (v, v, )= m+@m+ D]+ (m + DI

Bobot sisi vij, w, untuk 1<i<6 dan 1<j<m.

wtd)(vi‘j, wi) = {(4 =1 - 3)m +i+j—1, untukiganjil, (4 =1 - Z)m +i+j—1, untukigenap.

Dari bobot sisi yang telah diformulasikan, dapat disimpulkan bahwa semua sisi pada graf lintasan comb
product graf roda Pn o Wm memiliki bobot yang berbeda. Batas bawah res(Pn = Wm) pada (2) sama

dengan batas atas res(Pn o Wm) pada (3) sehingga Teorema 1. terbukti. m

Berikut disajikan Gambar 2. yang menunjukkan pelabelan-10 refleksif tak teratur sisi pada graf lintasan
comb product graf roda P3 [ W4.
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s} &)

Gambar 2. Pelabelan-10 refleksif tak teratur sisi pada P3 oW .

Berdasarkan Gambar 2. bilangan dengan warna biru menunjukkan label titik dan sisi, sedangkan
bilangan berwarna merah menunjukkan bobot sisi, serta huruf dengan warna hitam menunjukkan nama
titik. Gambar 2. menunjukkan pelabelan-10 refleksif tak teratur sisi pada graf P3 o W4 dengan label

titiknya merupakan label bilangan genap dari 0 hingga 10 dan label sisinya merupakan label bilangan
bulat positif dari 1 hingga 8 sedemikian sehingga Zkv = 10, ke = 8, dan k = maks {10, 8} = 10.

Dengan memperhatikan perhitungan bobot yang telah dilakukan dapat dilihat bahwa bobot setiap sisi
berbeda, sehingga pelabelan pada Gambar 2. dapat disebut dengan pelabelan-10 refleksif tak teratur
sisi serta diperoleh kekuatan sisi refleksif dari graf P3 o W4 yaitu res(P3 = W4) = 10.

3. Simpulan

Berdasarkan uraian tersebut, diperoleh simpulan yaitu kekuatan sisi refleksif graf lintasan comb product
graf roda (Pn o Wm) untuk 2<n<6 dan m=3 yaitu

res(P > W )= ([, jika2mn + (n — 1)£2,3 (mod 6), [Z2EE=0 ] + 1, jika2mn + (n — 1)=:

Penulis berharap bagi pembaca yang tertarik dengan topik pelabelan-k refleksif tak teratur sisi dan
kekuatan sisi refleksif pada graf dapat melakukan penelitian untuk menentukan kekuatan sisi refleksif
pada kelas graf yang belum diteliti sebelumnya, seperti graf lintasan comb product graf roda untuk n=6
atau graf roda comb product graf lintasan.
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