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Abstrak

Graf G terdiri atas himpunan titik VV(G) dan himpunan sisi E(G), sehingga dapat dinotasikan G = (V, E).
Pelabelan-k refleksif tak teratur sisi adalah pelabelan pada suatu graf dengan memberikan label bilangan genap
dari {0,2, ...,2k,} pada setiap titik, serta label bilangan bulat positif dari {1,2, ..., k.} pada setiap sisi graf G,
dengan k = max{k,, 2k, }, sehingga bobot setiap sisi berbeda. Nilai minimum k dari label terbesar pada suatu
graf G disebut kekuatan tak teratur sisi refleksif dan dinotasikan dengan res(G). Pada artikel ini dibahas
pelabelan-k refleksif pada graf hasil operasi comb product antara graf lintasan dan graf siklus, yaitu P, =, C,,
dengan n > 2 dan m > 3. Hasil penelitian menunjukan bahwa res(P, &, Cp,) untuk n > 2,m > 3 adalah

[ngn_l)] ,nm+ (n—1) # 2,3 mod 6, dan [W] + 1 untuk nm + (n — 1) = 2,3 mod 6.

Kata kunci: Pelabelan-k refleksif tak teratur sisi, kekuatan sisi refleksif, graf lintasan comb product graf siklus.
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1. Pendahuluan

Graf G merupakan himpunan tak kosong berhingga yang dinotasikan dengan G = (V,E), denganV (G) =
{v1, V3, V3, ..., Uy} sebagai himpunan titik dan E (G) = {e,, e;, €3, ..., €, } sebagai himpunan sisi. Salah satu
bidang yang dikaji dalam teori graf adalah pelabelan graf. Menurut Wallis (2001), pelabelan graf adalah
suatu pemetaan yang memasangkan elemen-elemen pada graf, baik titik maupun sisinya, dengan bilangan
bulat positif atau non-negatif. Pada tahun 2007, pelabelan-k total tak teratur titik (vertex irregular total k-
labeling) dan pelabelan-k total tak teratur sisi (edge irregular total k-labelling) diperkenalkan oleh
Baca et al.(2007)

Ryan et al. dalam Baca et al.(2017) mengembangkan kembali konsep pelabelan total tak teratur
yaitu pelabelan-k refleksif tak teratur titik dan pelabelan-k refleksif tak teratur sisi, jika setiap titiknya dapat
dilabeli dengan bilangan genap dari 0 hingga 2k,,, dan sisi-sisinya dapat dilabeli dengan bilangan bulat
positif dari 1 hingga k, sedemikian sehingga bobot untuk semua sisi pada graf G memiliki nilai yang
berbeda. Bobot dari suatu sisi vv'terhadap pelabelan 1 pada graf G dinotasikan wt,,(vv'") adalah
penjumlahan dari label titik v, label sisi vv', dan label titik v', yaitu wty,(vv') = Y(v) + Ypv') +
Y (v"). Kekuatan sisi refleksif dari graf G yang dinotasikan dengan res(G) adalah nilai minimum k pada
graf G, dengan k merupakan label terbesar pada suatu graf G. Berikut Lema untuk menentukan res(G) oleh
Ryan et al. dalam Baca et al.(2017).

Lema 1. Untuk setiap graf G

jika |E(G)| # 2,3 (mod 6),

)
res(G) = 3

E(G) g
3 +1, jika |E(G)| = 2,3 (mod 6).

Pada penelitian ini, operasi yang digunakan adalah operasi comb product. Operasi comb product pada
graf G dan H, adalah graf yang diperoleh dari satu salinan graf G dan |V (G)| salinan graf H, sedemikian
sehingga setiap titik u € V(G) ditempelkan dengan titik v dari suatu salinan A (Maryati & Hadiputra,
2025).
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Beberapa penelitian telah dilakukan seperti pelabelan sisi pada berbagai graf dengan beragam
pendekatan, seperti pelabelan-k refleksif tak teratur sisi maupun jenis pelabelan lainnya. Di antaranya, graf
siklus korona graf null (C,, O N,) telah diteliti oleh Setiawan dan Indriati (2021), sedangkan graf korona
dari graf lintasan serta beberapa graf lainnya diteliti oleh Indriati et al. (2020). Selain itu, Selain itu,
Syihabuddin & Rosyida (2022) juga telah meneliti graf pohon palem C, — B, , dan graf pohon palem
Cr+1 — B,,. Lebih lanjut, penelitian mengenai operasi comb product juga telah dilakukan pada berbagai
jenis graf untuk mengamati karakteristik dan parameter grafnya. Misalnya, Soewongsono et al. (2024)
meneliti zonal labeling comb product sisi pada suatu graf. Penelitian ini akan ditentukan res(G) dari graf
lintasan comb product graf siklus (P, &, Cp,) untuk n = 2, m = 3.

2. Pembahasan

Graf lintasan comb product graf siklus yang dinotasikan dengan (P, =, C,,) merupakan graf yang
diperoleh dari satu salinan graf lintasan dan |V (P,,)| salinan graf siklus C,,, sedemikian sehingga setiap
titik v € V(P,,) ditempelkan dengan titik v dari suatu salinan graf siklus C,,. Graf lintasan comb product
graf siklus (P, >, C,) memiliki |[E(P,, >, C,,)| = mn + (n —1). Himpunan tittk pada graf
V(P, >, C,) = {vi_j |[1<i<n 1<j< m} dan himpunan sisinya E(Py, &, Cy,) = {V;jV;j41]|1 <
i<nl1<j<m}U{w;jvy,;|1 <i<mn, j=1}. Graflintasan comb product graf siklus diilustrasikan
pada Gambar 1.

vml

v 1%
vy 2,1 3,1
-— - -
V1, V1m vz, V2,m s, V3m Vn, Vnm
. .
. ’ - - - ‘
2% V23 V33 Un3

Gambar 1. Graf Lintasan Comb Product Graf Siklus (P, &, C,,)n = 2 danm > 3

Kekuatan sisi refleksif pada graf lintasan comb product graf siklus (P,, &>, C,,) untuk n > 2,m =
3 dapat diperoleh melalui Teorema 1.

Teorema 1. Untuk setiap bilangan bulat n,m dengann > 2, m = 3.
mn+ (n—1) 3
[—], jikanm+ (n — 1) # 2,3 (mod 6)
res(P, &y Cp) = 3

— ey
[W] +1,jikanm + (n — 1) = 2,3 (mod 6).

Bukti. Pertama dibuktikan batas bawah res(P, >, C,). Graf lintasan comb product graf siklus
mempunyai |E (P, &, Cp,)| = nm + (n — 1). Dengan lema (1) maka diperoleh
mn+(n-—1)
[fl, untuknm + (n — 1) # 2,3 (mod 6),
res(B, &y, Cp) = mn+ (n— 1) (2)
[fl + 1,untuk nm + (n — 1) = 2,3 (mod 6).

Pada langkah selanjutnya, akan ditetapkan batas atas dari res(G) untuk graf lintasan comb product graf
siklus (B, =, C,;,) dengan n > 2 dan m > 3. Pelabelan i dibangun sebagai pelabelan-k untuk graf

(P, =, Cp), di mana nilai k ditentukan sebagai k = [W] untuk nm + (n — 1) # 2,3 (mod 6), dan

k= [W] + 1 untuknm + (n — 1) = 2,3 (mod 6).
Berikut dikonstruksikan pelabelan-k refleksif tak teratur sisi pada graf B, &, C,, dengan n > 2 dan
m = 3 untuk label titik v; ; dengan 1 < i < ndan 1 < j < m sebagai berikut

0, untuki=1,1<j<3,

2[2i+1J tuki>2,1<j<3
, untuki >2,1<j<3,
lp(vi,j): 3 J
4i — 2
T untuk i = 2 (mod 3),i = 5,dan1 <j < 3.
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Selanjutnya untuk label setiap sisi-sisi pada graf lintasan comb product grafsiklus (B, =, C,,) dengan
n = 2 dan m = 3, sebagai berikut

1, untuk 1 <i <4,

Y(©iviz2) 5+4 [l 3 J untuk 5 < i < n.

2, untuk 1 <i <4,

V= -5
Y(vizvis) 6+4ll3 J untuk 5 < i < n.

3, untuk 1 <i <4,

V= -5
Y(visvir) 7+4ll3 J untuk 5 < i < n.

2, untuki =1,

W(Viavis11) = {2 lZi _ 1J untuk2 <i<n
3 ) A

Setelah dikonstruksikan ke pelabelan untuk setiap titik dan sisi pada graf P, =, C,,, dengann = 2 danm =
3, diperoleh bobot wt, untuk setiap sisi dari v; jv; j,; untuk 1 < i <ndan1 < j < 3, sebagai berikut

wty(vijvijs) =4i+j—4 untukl1<i<n 1<j<2
Wtw(vi,]'vi,]'+2) =4i +] —4, untuk 1 <i < n,j =1.

Sedangkan bobot untuk sisi wty, v; 1V;41,1, dengan 1 < i < n dan j = 1, adalah sebagai berikut
Wtw(viylviﬂyl) =4i, untukl<i<n.

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dilakukan, diperoleh bahwa seluruh bobot sisi pada graf lintasan
comb product graf siklus (B, =, C,,) dengann = 2 dan m = 3 berbeda. Nilai batas bawah dan batas
atasnya sama dengan res(B, >, C,,). Dengan demikian, fungsi i) memenuhi syarat sebagai elemen
pelabelan-k  refleksif  tak  teratur  sisi  serta  memiliki  kekuatan  sisi  refleksif
[W] untuk nm + (n — 1) # 2,3 (mod 6) dan [W] + 1 untuk nm +
(n — 1) = 2,3 (nod 6) yang sesuai dengan Teorema 1. Oleh karena itu, teorema tersebut terbukti. m

Ilustrasi pelabelan-6 refleksif tak teratur sisi graf lintasan comb product graf siklus (P, =, C3)

ditunjukkan pada Gambar 2. Pada Gambar 2, huruf berwarna hitam merupakan nama titik, angka berwarna
biru menunjukkan label titik dan sisi, sedangkan angka berwarna merah menunjukkan bobot sisi.

res(B, =, C3) yaitu

V2,2 6 V23 Vs 2 Va3

14

Gambar 2. Pelabelan-6 refleksif graf P, &, C3
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3. Simpulan

Berdasarkan pembahasan, diperoleh kesimpulan yaitu kekuatan sisi refleksif graf lintasan comb product

graf siklus (B, =, C,,) dengan n > 2 dan m = 3, yaitu [W] untuk nm + (n — 1) £ 2,3 mod 6,
[W] + 1 untuk nm + (n — 1) = 2,3 mod 6. Penulis berharap bagi pihak yang tertarik dengan
topik pelabelan-k refleksif tak teratur sisi maupun kekuatan sisi refleksif pada graf dapat melakukan
penelitian untuk menentukan kekuatan sisi refleksif dari graf siklus comb product graf lintasan dengan
dengann > 3danm > 2.
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